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1. Triky s cislami

Zadanie

Uz ste niekde urcite videli podobnt tlohu: Odpocitaj dvojnasobok svojho pévodného ¢isla

e Mysli si ¢islo od 1-5

Pripocitaj 6
e Vynésob ho dvomi

Vydel 4
e Pripocitaj 2 vae

e Vynésob 3 Odpoditaj svoje péovodné ¢islo (znova)

Zodpovedte a zdovodnite:

e Aky vyjde vysledok?

e Vyjde ten isty vysledok aj pre iné vstupné ¢isla? Alebo iba od 1-57
e Preco to vzdy vyjde rovnako?

Riesenie

o Aky vyjde vysledok? — Vydel 4 — ((((2x +2) -3) — 22) +6)/4

Skiste si to s aspoii jednym cislom. — Odpocitaj svoje pévodné ¢islo (znova) —

e Vyjde ten isty vysledok aj pre iné vstupné &isla? (22 +2)-3) = 22) +6)/4) —
Alebo iba od 1-57

Pokusom by sa dalo overif, ze vyjde rov- Skiisme tento vyraz zjednodusit.

naky vysledok pre vietky ¢&isla od 1-5. Co ale,
ak zobereme déisla od 1-10007 Alebo vSetky

prirodzené ¢isla? Alebo vsetky realne ¢isla? Zda

—~~

(((2z+2)-3)—2z)+6)/4) — =
((((((2r+2)-3) —22) +6)/4) —x
((((6x +6) — 2x) +6)/4) — x
((4z+6) +6)/4) —

((dx +12)/4) — x

sa ndm, ze by to mohlo vzdy vyjst 3. Ale, nie sme

si isty.

e Preco to vzdy vyjde rovnako?

Skuisme si operacie rozpisat. Oznac¢ime Iubovolné =(@+3)—=
3

vstupné ¢islo x.

— Vynasob ho dvomi — 2x
_ Pripoditaj 2 — 2z + 2 Zobrali sme Tubovolné realne ¢islo a pomocou po-

volenych tprav sme vyraz upravili. Vyslo nadm,
— Vynédsob 3 — (22 +2) -3

ze povodny, zlozity vzorec je vlastne len zlozito
— Odpocitaj dvojnasobok svojho povodncho zapisand trojka. To znamend, Ze nech zvolim
cisla — (22 +2) - 3) — 2 akékolvek vstupné ¢islo a prevediem horeuvedené

— Pripocitaj 6 — (((2z+2)-3) —2z) +6 upravy, vzdy dostanem 3 ako vysledok.


mailto:oskopek@matfyz.cz

2. Sedem mostov mesta Kralovec (Seven bridges of

Konigsberg)
Zadanie

; -Iﬂ‘g

. - .- ) . o & ,i" o 558 sEom Y
meste. Lenze bol lenivy, a tiez nedokazal dlho ststredif svoju = ey '*ﬂ-“ Pé#'#‘ﬂ

Kral sa rozhodol, Ze sa chce prejst po svojom oblibenom

pozornost. Vystavil nasledujicu ilohu:

Treba najst cestu cez mesto tak, aby som pri prechadzke
presiel po kazdom moste prave raz. Na ostrovy sa nedd dostat
inym spésobom ako mostom a musim prejst po kazdom moste.
Ak uz raz vstipim na most, prejdem ho cely. Samozrejme, ne-
musim zacinat a konc¢it v tom istom mieste, naspét sa rad do-
pravim kocom. Existuje takato prechadzka?

Riesenie Obr. 1: Zdroj: @ﬂ

Slavny svajciarsky matematik Leonhard Euler ako prvy
dokazal, ze tento problém nemd ziadne riesenie. Jedind dolezita vlastnost cesty je poradie prechodu mostov.
Preformuloval teda problém na abstraktnejsi (¢im polozil zdklady budicej teorie grafov). Eliminoval vsetko az
na zoznam pevnin a mostov, ktoré ich spajaju. V pojmoch tedrie grafov by sa kusy pevniny nazvali ,vrcholy“
a mosty ich spajajice by sme nazvali ,hrany.“ Vysledna struktira sa nazyva graf.

Poznamka: Takéato reprezentacia tohoto problému nam nedd graf, ale tzv. multigraf — graf, v ktorom do-

volime, aby medzi dvoma vrcholmi viedla viac nez jedna cesta.

9 — 5 — 10

Sposob, akym graf nakreslime, ni¢ na grafe nemeni — podstatnou informaciou je, mnozina vrcholov, a ktoré
vrcholy st spojené hranou a ktoré nie.

Euler si vsimol, ze pocas prechadzky kazdy krat ked navsivim vrchol po moste aj opustim vrchol po moste.
Teda (okrem startového a cielového vrcholu) pocet prichodov do vrcholu sa rovnd poétu odchodov z vrcholu. To
znamend, ze pocet mostov ktoré sa dotykaju vrcholu, musi byt parny (# prichod = # odchod, zdroven plati,
7e sucet dvoch rovnakych prirodzenych ¢isel je vzdy parne ¢islo).

Ked si vsak nakreslime povodny problém, zistime, Ze poc¢et mostov dotykajicich sa vrcholov je dokonca vzdy
neparny. Zaciatok a koniec prechadzky by mohol mat neparny pocet mostov — avSak prechadzka nemdze zacinat
alebo koncit vo vSetkych 4 vrcholoch, preto sa takato prechddzka v Krélovei uskutocnit neda.

Tento problém vedie na teériu grafov, velmi zaujimavej ¢asti matematiky. V reci teorie grafov sme préve
ukdzali, ze v tomto multigrafe neexistuje (otvoreny ani uzatvoreny) Eulerovsky tah (pomenovany na pocest

Eulerovho riesenia prave tohoto problému).



3. Problém 100 véznov (The Locker Problem) [4]

Zadanie

Riaditel véznice sa rozhodne dat poslednt sancu svojim 100 vdznom odsidenym na smrt. Do svojej kancelarie,
kde ma 100 zdsuviek (oznacenych ¢islami 1-100) ndhodne umiestni karticky s ¢islami vaziov, ktori s tiez
oznaceni c¢islami 1-100. Vazni maji po jednom vchidzat do kancelarie. Kazdému dovoli otvorif najviac 50
zasuviek. Z miestnosti odchadzaja inou chodbou, nemajt ako podat dalsim ¢akajicim viznom informacie.

Riaditel véznice sa rozhodol, Ze omilosti vSetkych viziov, ale iba (prave) vtedy, ked sa kazdému z
vazniov podari ndjst svoje éislo v jednej z 50 otvorenych zasuviek. Ak ¢o len jeden z nich svoje ¢islo nenéjde,
vSetci zomrd. Aku stratégiu maji vizni pouzit, ak chcti mat ¢o najvacsiu Sancu prezit?

Naivné riesenie

Ak kazdy vazen otvori 50 zdsuviek ndhodne, pravdepodobnost, Ze jednotlivy véizen ndjde svoje ¢islo je 50%.

Teda stthrnna pravdepodobnost pre vsetkych je sticin pravdepodobnosti jednotlivcov:

() (o)

100x

100
) <;) = (;) ~ (0.0000000000000000000000000000008

To je velmi, velmi malé ¢islo. Situdcia vyzera pre védznov beznadejne.

Stratégia

Existuje vSak lepSia stratégia. Dolezité uvedomit si je, ze vdznom nezéalezi na tom, aby ¢o najviac z nich
naslo svoje ¢islo, ale na tom, aby vSetci nasli svoje ¢islo. [2]

Vitazng stratégia je ndsledovna: [3]

1. Kazdy vézen otvori zasuvku, ktord mé jeho cislo.

2. Ak tato zasuvka obsahuje jeho ¢islo, ukon¢i hladanie a bol tspesny.

3. V opacnom pripade zasuvka obsahuje ¢islo iného vézna. Vézen otvori zasuvku s ¢islom toho iného vézna.

4. Vézen opakuje kroky 2 a 3 az kym nenajde svoje ¢islo alebo otvori 50 zasuviek.

Tento pristup zarucuje, ze nebude otvarat zasuvky opakovane. Mozeme si vSimnut, ze ak sa mu niekedy
podari ,uzavriet cyklus“ — teda dostat sa naspaf do prvej otvorenej zdsuvky, tak poslednd otvorend zasuvka
obsahuje jeho ¢islo (odkdzala ho na zdsuvku s jeho ¢islom, teda musela obsahovat jeho éislo).

Priklady

Ukéazeme si, ze tato stratégia znie pre viznov relativne vyhodne. Uvazime zmensenu situdciu s 8 véznami a

8 zasuvkami, kde kazdy vizen smie otvorit 4 zdsuvky. Riaditel rozmiestnil ¢isla do zadsuviek nasledovne:

Cislozasuvky | 1 [ 2|3 |4 |5

¢islo vazna 714168135

Vézni konaji nésledovne:

e Vizen 1 otvori zdsuvku 1 a najde c¢islo 7. Otvori zasuvku 7 a najde ¢islo 5. Otvori zasuvku 5 a najde cislo

1, teda jeho ¢islo, cize uspel.

Vizen 2 otvori zasuvky 2, 4 a 8 v tomto poradi. V poslednom néajde svoje ¢islo.
e Vizen 3 otvori zdsuvky 3 a 6, kde najde svoje ¢islo.

e Vizen 4 otvori zasuvky 4, 8 a 2, kde nédjde svoje ¢islo. VSimavy citatel si mohol toto odvodit z konanie

vazna 2.

Podobne aj vézni 5 az 8 ndjdu svoje ¢isla (d4 sa odvodit z predchadzajicich informécif).



V tomto pripade vSetci vizni boli dspesni. To sa vSak nestane vzdy (na velké sklamanie viziov). Uvazme

nasledovné rozostavenie ¢isel riaditelom:

Cislozdsuvky | 1 |2 |3 |4 |56 |7

Cislovazia |3 |1 |7 |5|8|6

V tomto pripade vizen 1 otvori zasuvky 1, 3, 7 a 4, otvorenim ktorej musi skoncit, lebo nenasiel svoje cislo a
viac ako 4 zasuvky otvorit nemdze. Bol netspesny, teda dalsi vézni uz nemusia ani hrat, vsetci budda popraveni.
Reprezentacia permutaciami
Riaditelovo rozlozenie ¢isel do zasu-
viek sa d4 matematicky popisat permuta-
ciami ¢isel 1 az 100. Permutéacie su bi- 1
jektivne zobrazenia (funkcie) z mnoZiny @
prirodzenych ¢isel N. Bijektivna funkcia je

zdrovel prostd a ,na“: pre vSetky mozné o

¢isla z oboru hodnét existuje prave jedno

¢islo z definiéného oboru. V nasom pripade

je to teda bijektivna funkcia:

(9]

p:{1,2,...,100} — {1,2,...,100}

Obr. 2: Reprezentdcia permutécii (175)(248)(36) a

Intuiti i funkei taci d-
ntuitivne si funkciu permutécie pre (137458 2)(6) grafini. Zdroj: [7], [§

stavime ako ,iné usporiadanie”“ prvkov
definicného oboru.

Kazdé permutécia sa dd rozlozit na tzv. cykly permutdcie (postupnost ¢isel, ktoré ked zobrazujem per-
mutacnou funkciu sa eventudlne ,vrati“ do prvej hodnoty). Uvedomime si, Ze tieto cykly s vzdy disjunktné
— nepretinaji sa, nemaju spolo¢né hodnoty. Permutaciu z prvého prikladu rozpiseme v tzv. cyklovom zapise

nasledovne:

(175)(248)(36)

Pozostava teda z dvoch cyklov dizky 3 a jedného cyklu dizky 2. Permutéciu z prikladu 2 zapiSeme nasledovne:

(1374582)(6)

Pozostava z jedného cyklu dizky 7 a jedného cyklu dizky 1.

Uvedomime si, ze ak sa v cyklovom zapise rozostaveni ¢isel do zasuviek 002
nachédza cyklus dlzky vécsej ako pocet dovolenych otvoreni zasuviek, vazni 0016}~

(pouzivajiic tito stratégiu) musia nutne prehrat — ak by permutécia v

¢isla st v tomto cykle by prehrali po Styroch otvoreniach. 0.004)-

2 00121
horeuvedenych prikladoch mala cyklus dizky 5 a viac, vietci véizni, ktorych & ooos- ‘

Pravdepodobnost tispechu stratégie

i
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
length of longest cycle

Vieme, Ze aj napriek stratégii mozu véizni prehrat. Maji vSak lepsiu

Sancu na vyhru ako bez nej? Tato otazka sa da zjednodusit na otazku: )
Obr. 3: Pravdepodobnostna

distribicia  dizky najdlhsieho

cyklu v ndhodnej permutacii

»Zo vSetkych permutécii na mnoZine {1,2,...,100}, kolko obsahuje cyklus
s dizkou vidSou ako 50?7 “ Na tito otdzku dokazeme uz iselne odpovedat!

Uvedomime si, ze permutéacia ¢isel 1 az 100 mdze obsahovat najviac jeden

cyklus s dizkou I > 50. Existuje presne (1?0) sposobov, ako vybrat ¢isla, ktoré cisel 1 a7 100. Zelend plocha

budi do tohoto cyklu patrit (viete z kombinatoriky). V rdmeci cyklu mézeme odpoveda p;z:ivdepodobnostl
, . Ry . . . v 1z Zitia vaznov. j: 11
Cisla usporiadat (I —1)! sposobmi — ¢isla usporiadame ! spdsobmi, ale kazdé prezitia vaziov roj: [L1]

usporiadanie sa tam bude opakovat [-krat, iba bude otocené — teda stale ten



isty cyklus — plati: lli = (I —1)!. Zvysné ¢&isla, nepatriace cyklu, usporiadame (100 — 1)! spésobmi. Celkovy pocet

vhodnych permutacii je teda:

(”;0) (1= 1)!- (100 - )l = %0'

Pravdepodobnost, ze ndhodna permutacia obsahuje cyklus diiky vicsej ako 50 spocitame nasledovne (po-

mocou pravidla o nezéavislych javoch):

1 /100! 100! 1 1
— (=4 . +=)=(=+...+— ) = Hyipo— H
100! ( 5 T 100) (51 et 100> 100 7 2750

kde H,, je n-té harmonické &slo (H, =Y 1, =1+ 1+ 3 +...+31).
Pravdepodobnost, ze ndhodné permutécia neobsahuje ziadny cyklus diiky vacsej ako 50 spocitame nasle-

dovne (pomocou pravidla o opa¢nom jave):

1-— (HlOO — H50) ~ 0.31183

Vézni preziji pomocou stratégie permutacnych cyklov s
pravdepodobnostou vi¢sou nez 30%! [3] Priklad sa tu d4 ukoncit.
Dalej si viak ukézeme, ¢o sa s pravdepodobnostou deje, ak by sme 1
uvazili vicsie pocty véznov a budeme sa zaoberat tym, ¢i exis- x
tuje aj lepsia stratégia (spoiler: neexistuje). Zvysok sa uz opiera

o trochu zlozitejsiu matematiku. ] 1

Asymptotika

Ak uvazime 2n viznov namiesto 100, kde n € N je Tubovolné 1/2

1/3
prirodzené c¢islo, pravdepodobnost prezitia védznov s cyklovou 1/4 1/5

stratégiou je dana:

1= (Hzn = Hp) =1~ (Hon —In2n) + (Hn —Inn) —In2 Obr. 4: Harmonické ¢isla st odhadom danym

plochou pod hyperbolou — daji sa teda

S Euler-Mascheroni-ho konstantou « pre n — oo , ] )
odhadnit logaritmom. Zdroj: [§]

lim (H, —lnn) =~
n—oo

plati, ¢o vedie k asymptotickej pravdepodbnosti prezitia:

lim (1—Hoy +Hp)=1—7+~v—In2=1-1n2 = 0.30685

n—roo

Postupnost pravdepodobnosti je nerastica (monoténna), pravdepodobnost prezitia védziiov je vicsia ako
30%, nezavisle od poctu véziov. |3

Optimalita

V 2006, Eugene Curtin a Max Warshauer (z University of Texas) dodali dékaz optimality tejto cyklovej
stratégie. Dokaz je zalozeny na ekvivalenci s podobnym problémom, kde vézni maji dovolené byt pritomni v
miestnosti a pozorovat otvaranie zasuviek inymi vaznami. Tato ekvivalencia je zaloZzena na ekvivalenci cyklick-
ého zdpisu a jednoriadkového zdpisu permutacii (spodny riadok dvojriadkového zdpisu). V tomto probléme je
nezavisle na stratégii pravdepodobnost prezitia rovna pravdepodobnosti v pévodnom probléme. KedZze lubovolné
stratégia z pévodného problému sa da aplikovat na pozmeneny problém, ale nikdy nedosiahne vac¢siu tispesnost,

musi byt cyklova stratégia optimélna. [2]



Bonusové ulohy
B1. Kral a jeho traja radcovia (The King’s Wise Men) [13]

Zadanie

Kral mal troch midrych radcov, ale chcel vediet, ktory z nich je najmuidrejsi. Kazdému dal na hlavu klobuk
a rozostavil ich tak, aby kazdy videl na klobtky zvysnych dvoch, ale nie na svoj. Kazdy klobtuk bol bud zlty,
alebo modry. Kral im ozndmil, ze aspon jeden z nich ma na hlave modry klobik a dodal, ze sitaz je férova
voci vSetkym z nich. Zakazal im akukolvek vzajomni komunikéciu. Kto prvy vstane a povie, akej farby klobuk
ma na hlave, bude vyhlaseny za najmudrejsieho v celom kralovstve.

Radcovia dlho stali a rozmyslali, ked zrazu sa najmudrejsi z nich postavil a spravne odpovedal na otazku.
Co povedal a ako na to prigiel?

Riesenie

Toto je jeden z najjednoduchsich indukcnyjch hddaniek a jeden z najjasnejsich prikladov tejto metddy. Pred-
pokladajme, Ze sme ten najmudrejsi z radcov.

Predpokladajme, ze je prave jeden klobuk modry. Osoba s tymto klobtikom by videla dva zlté klobuky a
kedze kral povedal, Ze aspon jeden klobiik je modry, dand osoba by ihned vedela, ze ma modry klobuk. No tato
situdcia nemoze nastat, lebo pre zvysnych dvoch radcov by tloha nebola férova (nevedeli by vyvodit z toho ¢o
vidia ni¢) a kral povedal, Ze tloha je férova. Takze modré klobiky st aspon dva.

Tak predpokladajme, ze st prave dva. Kazdy radca s modrym klobikom by videl jeden modry a jeden zlty.
KedZze uz vedia, ze musia byt aspon dva modré, vedeli by ihned, Ze maji na hlave klobiik modry. Toto je znova
v spore s férovostou, lebo radca so zltym klobiitkom nevie vyvodit zo situdcie, ktort vidi, ni¢. Takze musia byt
modré klobtky aspon tri.

Viac ako tri byt nemo6zu, lebo sii len traja radcovia, takze st prave tri. Radca, ktory si to ako prvy uvedomi

vstane a povie, ze musia byt vSetky tri klobtiky modré a teda aj ten jeho je modry.

B2. Dvaja Statistici v lese (Two statisticians in the woods) [1]

Hypotéza

Ak sa dvaja Statistici stratia navzajom v nekone¢nom lese, prvé ¢o spravia bude, Ze sa opiji. Tymto spésobom
budd bludit viac-menej ndhodne, ¢o im déva najlepsiu Sancu sa znova najst. Ale Statistici by mali ostat triezvi,
ak by hladali huby. Keby sa potacali podnapiti, zmensili by prebadant plochu a s véc¢sou pravdepodobnostou
by sa vratili na miesto, kde uz predtym vsetko vyzbierali.

Riesenie

Riesenie presahuje rozsah tohoto dokumentu. Néjdete ho v originali na [1].

Prezentdciu k predndske ndjdete na: http://oskopek.com/2015_popmath_gymy/svk_presentation.pdf
Riesené priklady ndjdete na: http://oskopek.com/2015_popmath_gymy/svk_exercises.pdf


http://oskopek.com/2015_popmath_gymy/svk_presentation.pdf
http://oskopek.com/2015_popmath_gymy/svk_exercises.pdf
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